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΄Ασκηση 1. ΄Εστω V και W δυο υπόχωροι του Ευκλείδειου χώρου (E, 〈, 〉).
(1) Αν V ⊆W να δείξετε ότι : W⊥ ⊆ V⊥.
(2) Να δείξετε ότι : (V+W)⊥ = V⊥ ∩W⊥.
(3) Αν dimRE <∞, να δείξετε ότι :

(α΄) (V⊥)⊥ = V.
(ϐ΄) (V ∩W)⊥ = V⊥ +W⊥.

Λύση. (1) ΄Εστω ~x ∈W⊥. Τότε

〈~x, ~w〉 = 0, ∀~w ∈W και V ⊆W =⇒ 〈~x,~v〉 = 0,∀~v ∈ V =⇒ ~x ∈ V⊥ =⇒ W⊥ ⊆ V⊥

(2) ΄Εχουµε ότι V ⊆ V+W και W ⊆ V+W. ΄Αρα από το ερώτηµα (1) έπεται ότι (V+W)⊥ ⊆ V⊥

(V+W)⊥ ⊆W⊥
=⇒ (V+W)⊥ ⊆ V⊥ ∩W⊥ (∗)

΄Εστω ~x ∈ V⊥∩W⊥, δηλαδή ~x ∈ V⊥ και ~x ∈W⊥. ΄Αρα έχουµε ότι 〈~x,~v〉 = 0 και 〈~x, ~w〉 = 0,
για κάθε ~v ∈ V και ~w ∈W. ΄Εστω ~y = ~v + ~w µε ~v ∈ V και ~w ∈W. Τότε

〈~x, ~y〉 = 〈~x,~v〉+ 〈~x, ~w〉 = 0 =⇒ ~x ∈ (V+W)⊥ =⇒ V⊥ ∩W⊥ ⊆ (V+W)⊥ (∗∗)
Από τις σχέσεις (∗) και (∗∗) έπεται το Ϲητούµενο : (V+W)⊥ = V⊥ ∩W⊥.

(3) (α΄) ΄Εστω ~x ∈ V. Τότε έπεται άµεσα ότι ~x ⊆ (V⊥)⊥ = {~x ∈ E | 〈~x, ~y〉 = 0, ∀~y ∈ V⊥} και άρα
V ⊆ (V⊥)⊥. Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι για κάθε υπόχωρο Z ενός Ευκλείδειου χώρου
E πεπερασµένης διάστασης ισχύει ότι : E = Z ⊕ Z⊥. Επιλέγοντας διαδοχικά Z = V και
Z = V⊥, ϑα έχουµε : E = V⊕ V⊥

E = V⊥ ⊕ (V⊥)⊥
=⇒

 dimR E = dimR V+ dimR V⊥

dimR E = dimR V⊥ + dimR(V
⊥)⊥

και εποµένως
dimR V = dimR(V

⊥)⊥

Επειδή V ⊆ (V⊥)⊥ και dimR V = dimR(V
⊥)⊥, έπεται ότι V = (V⊥)⊥.

(ϐ΄) Για το δεύτερο ερώτηµα του (3) χρησιµοποιώντας το (2) και το (3)(α′) έχουµε :

(V⊥ +W⊥)⊥ = (V⊥)⊥ ∩ (W⊥)⊥ = V ∩W =⇒

(V ∩W)⊥ =
(
(V⊥ +W⊥)⊥

)⊥
= V⊥ +W⊥

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο του Rn:

V =
{
~x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0

}
⊆ Rn

Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του υπόχωρου V⊥, όταν :

(1) Ο Rn είναι εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο.
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(2) Ο Rn είναι εφοδιασµένος µε το εσωτερικό γινόµενο

〈~x, ~y〉 = x1y1 + 2x2y2 + · · ·+ nxnyn

όπου : ~x = (x1, · · · , xn) και ~y = (y1, · · · , yn).
Λύση. ΄Εχουµε :

V =
{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0

}
=

{
(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x1 = −2x2 − · · · − nxn

}
=

{
(−2x2 − · · · − nxn, x2, · · · , xn) ∈ Rn | x2, · · · , xn ∈ R

}
=

{
x2(−2, 1, 0, · · · , 0) + · · ·+ xn(−n, 0, · · · , 0, 1) ∈ Rn | x2, · · · , xn ∈ R

}
=

〈
(−2, 1, 0, · · · , 0), (−3, 0, 1, · · · , 0), · · · , (−n, 0, · · · , 0, 1)

〉
Τα διανύσµατα {(−2, 1, 0, · · · , 0), (−3, 0, 1, · · · , 0), · · · , (−n, 0, · · · , 0, 1)} αποτελούν ϐάση του V, α-
ϕού είναι γραµµικά ανεξάρτητα, και άρα dimR V = n− 1. Τότε :

Rn = V⊕ V⊥ =⇒ dimRRn = dimR V+ dimR V⊥ =⇒ dimR V⊥ = 1

Παρατηρούµε ότι το διάνυσµα (1, 2, · · · , n) ∈ V⊥ διότι από τη περιγραφή του υπόχωρου V έχουµε

〈(x1, x2, · · · , xn), (1, 2, · · · , n)〉 = x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0

µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο. Αφού λοιπόν το µη-µηδενικό διάνυσµα (1, 2, · · · , n) ∈ V⊥ και
dimR V⊥ = 1 έπεται ότι το σύνολο {(1, 2, · · · , n)} αποτελεί µια ϐάση του V⊥. Συνεπώς, µια ορθοκα-
νονική ϐάση του V⊥, µε το κανονικό εσωτερικό γινόµενο, είναι το µονοσύνολο:

ΟΚΒ :
{ (1, 2, · · · , n)√

1 + 22 + · · ·+ n2

}
Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας το δεύτερο εσωτερικό γινόµενο και την περιγραφή του V παρατηρούµε
ότι το διάνυσµα (1, 1, · · · , 1) ∈ V⊥, διότι

〈(x1, x2, · · · , xn), (1, 1, · · · , 1)〉 = x1 + 2x2 + · · ·+ nxn = 0

Επειδή το µη-µηδενικό διάνυσµα (1, 1, · · · , 1) ∈ V⊥ και dimRV
⊥ = 1 έπεται ότι το µονοσύνολο

{(1, 1, · · · , 1)} αποτελεί µια ϐάση του V⊥. Εποµένως µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥, µε το δεύτερο
εσωτερικό γινόµενο, είναι το σύνολο:

ΟΚΒ :
{ (1, 1, · · · , 1)√

1 + 2 + · · ·+ n

}
2

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον Ευκλείδειο χώρο R4 εφοδιασµένο µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο
και τους υποχώρους του

V = {(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0}
W = {(x, y, z, w) ∈ R4 | x− y + w = 0}

(1) Να εξετάσετε αν οι V και W είναι ορθοσυµπληρωµατικοί 1.
(2) Βρείτε το ορθογώνιο συµπλήρωµα (V ∩W)⊥ του υπόχωρου V ∩W.

Λύση. ΄Εχουµε :

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | z = −2x− 3y

}
=

{
(x, y,−2x− 3y, w) ∈ R4 | x, y, w ∈ R

}
=

{
x(1, 0,−2, 0) + y(0, 1,−3, 0) + w(0, 0, 0, 1) ∈ R4 | x, y, w ∈ R

}
= 〈(1, 0,−2, 0), (0, 1,−3, 0), (0, 0, 0, 1)〉

1
∆ηλαδή αν R4 = V⊕W και 〈~v, ~w〉 = 0, ∀~v ∈ V και ∀~w ∈W.
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και

W =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x− y + w = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | y = x+ w

}
=

{
(x, x+ w, z, w) ∈ R4 | x, z, w ∈ R

}
=

{
x(1, 1, 0, 0) + w(0, 1, 0, 1) + z(0, 0, 1, 0) ∈ R4 | x, z, w ∈ R

}
= 〈(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)〉

Τα σύνολα{
(1, 0,−2, 0), (0, 1,−3, 0), (0, 0, 0, 1)

}
⊆ V και

{
(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0)

}
⊆ W

είναι γραµµικά ανεξάρητα και άρα αποτελούν ϐάσεις των υπόχωρων V και W αντίστοιχα. ΄Αρα

dimR V = 3 και dimRW = 3

Αν οι V και W είναι ορθοσυµπληρωµατικοί τότε 4 = dimRR4 = dimR V + dimRW = 3 + 3, που
προφανώς δεν ισχύει.

∆ιαφορετικά : αν οι υπόχωροι V και W ήσαν ορθοσυµπληρωµατικοί, τότε ϑα έπρεπε να ισχύει :
〈~x, ~y〉 = 0 για κάθε ~x ∈ V και ~y ∈ W. ΄Οµως 〈(0, 1,−3, 0), (0, 1, 0, 1) = 1 6= 0 και άρα οι V και W
δεν είναι ορθοσυµπληρωµατικοί.

Στην συνέχεια ϑα ϐρούµε το ορθογώνιο συµπλήρωµα (V∩W)⊥ του υπόχωρου V∩W. ΄Αρα πρώτα
πρέπει να ϐρούµε µια ϐάση του V ∩W. Από την εξίσωση x − y + w = 0 έχουµε x = y − w και
αντικαθιστώντας στην 2x+ 3y + z = 0 έπεται ότι 2y − 2w + 3y + z = 0, δηλαδή y = 2

5w −
1
5z. ΄Αρα

ϐρίσκουµε ότι x = −3
5w −

1
5z. ΄Εχουµε :

V ∩W =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | (x, y, z, w) ∈ V και (x, y, z, w) ∈W

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x+ 3y + z = 0 και x− y + w

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x = −3

5
w − 1

5
z και y =

2

5
w − 1

5
z
}

=
{
(−3

5
w − 1

5
z,

2

5
w − 1

5
z, z, w) ∈ R4 | x, y, w ∈ R

}
=

{
z(−1

5
,−1

5
, 1, 0) + w(−3

5
,
2

5
, 0, 1) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

〈
(−1

5
,−1

5
, 1, 0), (−3

5
,
2

5
, 0, 1)

〉
Το σύνολο {(−1

5 ,−
1
5 , 1, 0), (−

3
5 ,

2
5 , 0, 1)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του

υπόχωρου V∩W. Για να ϐρούµε το ορθογώνιο συµπλήρωµα (V∩W)⊥ πρέπει να λύσουµε το σύστηµα:
〈
(−1

5 ,−
1
5 , 1, 0), (x, y, z, w)

〉
= 0〈

(−3
5 ,

2
5 , 0, 1), (x, y, z, w)

〉
= 0

=⇒

 −x− y + 5z = 0

−3x+ 2y + 5w = 0

Από τη πρώτη εξίσωση έχουµε x = −y + 5z και αντικαθιστώντας στη δεύτερη ϐρίσκουµε y = 3z − w
και άρα x = 2z + w. Τότε :
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(V ∩W)⊥ =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 |

〈
(−1

5
,−1

5
, 1, 0), (x, y, z, w)

〉
= 0 και

〈
(−3

5
,
2

5
, 0, 1), (x, y, z, w)

〉
= 0
}

=
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | − x− y + 5z = 0 και − 3x+ 2y + 5w = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x = 2z + w και y = 3z − w

}
=

{
(2z + w, 3z − w, z, w) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

{
z(2, 3, 1, 0) + w(1,−1, 0, 1) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

〈
(2, 3, 1, 0), (1,−1, 0, 1)

〉
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το σύνολο{

(2, 3, 1, 0), (1,−1, 0, 1)
}

είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του (V ∩W)⊥.

∆ουλεύοντας διαφορετικά ϑα µπορούσε κανείς να ϑεωρήσει την ϐάση {(−1
5 ,−

1
5 , 1, 0), (−

3
5 ,

2
5 , 0, 1)}

του V∩W και µε την διαδικασία Gram-Schmidt να ϐρει µια ορθοκανονική ϐάση {~ε1, ~ε2} του V∩W.
Συµπληρώνοντας την ορθοκανονική αυτή ϐάση σε µια ορθοκανονική ϐάση {~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4} του R4,
έπεται ότι το σύνολο διανυσµάτων {~ε3, ~ε4} είναι µια ορθοκανονική ϐάση του (V ∩W)⊥. 2

΄Ασκηση 4. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος R3 εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και
έστω

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x− y − z = 0

}
(1) Να ϐρεθούν ορθοκανονικές ϐάσεις των υποχώρων V και V⊥.
(2) Να γραφεί το διάνυσµα ~x = (2,−1, 0) ως ~x = ~y + ~z, όπου ~y ∈ V και ~z ∈ V⊥.

Λύση. ΄Εχουµε :

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x− y − z = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y + z

}
=

{
(y + z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
=

{
y(1, 1, 0) + z(1, 0, 1) ∈ R3 | y, z ∈ R

}
= 〈(1, 1, 0), (1, 0, 1)〉

Το σύνολο {(1, 1, 0), (1, 0, 1)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση του V. Αφού
〈(1, 1, 0), (1, 0, 1)〉 = 1 6= 0 έπεται ότι τα διανύσµατα δεν είναι κάθετα µεταξύ τους. ΄Αρα για να
ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση του V εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε ~x1 = (1, 1, 0) και ~x2 = (1, 0, 1). Τότε ~y1 = ~x1 = (1, 1, 0) και

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

· ~y1 = (1, 0, 1)− 〈(1, 0, 1), (1, 1, 0)〉
〈(1, 1, 0), (1, 1, 0)〉

· (1, 1, 0)

= (1, 0, 1)− 1

2
· (1, 1, 0)

= (
1

2
,−1

2
, 1)

Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων ~y1 και ~y2:

‖~y1‖ = ‖(1, 1, 0)‖ =
√
〈(1, 1, 0), (1, 1, 0)〉 =

√
2

‖~y2‖ = ‖(
1

2
,−1

2
, 1)‖ =

√〈
(
1

2
,−1

2
, 1), (

1

2
,−1

2
, 1)
〉
=

√
6

4
=

√
3

2
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Τότε η ορθοκανονική ϐάση του V είναι

ΟΚΒ :
{
~z1, ~z2

}
=
{
~z1 =

~y1
‖~y1‖

, ~z2 =
~y2
‖~y2‖

}
=
{
(
1√
2
,
1√
2
, 0), (

√
2

2
√
3
,−
√
2

2
√
3
,

√
2√
3
)
}

Για τον V⊥ έχουµε :

V⊥ =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 〈(1, 1, 0), (x, y, z)〉 = 0 και 〈(1, 0, 1), (x, y, z)〉 = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x+ y = 0 και x+ z = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | y = −x και z = −x

}
=

{
(x,−x,−x) ∈ R3 | x ∈ R

}
=

〈
(−1, 1, 1)

〉
Συνεπώς το σύνολο {(−1, 1, 1)} αποτελεί µια ϐάση του V⊥ και άρα µια ορθοκανονική ϐάση του V⊥

είναι {(− 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
)}.

Αφού R3 = V⊕ V⊥ έπεται ότι

(2,−1, 0) = κ(1, 1, 0)+λ(1, 0, 1)+µ(−1, 1, 1) = (κ+λ−µ, κ+µ, λ+µ) =⇒

 κ+ λ− µ = 2
κ+ µ = −1
λ+ µ = 0

Λύνοντας το παραπάνω σύστηµα ϐρίσκουµε ότι κ = 0, λ = 1 και µ = −1 και άρα

(2,−1, 0) = 0 · (1, 1, 0) + 1 · (1, 0, 1) + (−1) · (−1, 1, 1)

Εποµένως δείξαµε πράγµατι ότι το διάνυσµα ~x = (2,−1, 0) γράφεται ως ~x = ~y+~z, όπου ~y = (1, 0, 1) ∈
V και ~z = (1,−1,−1) ∈ V⊥. 2

΄Ασκηση 5. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος R3 εφοδιασµένος µε το συνηθισµένο εσωτερικό γινόµενο και
έστω η γραµµική απεικόνιση

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x− y, y − z, z − x)

(1) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση της εικόνας Im(f) της f .
(2) Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του ορθοσυµπληρωµατικού υποχώρου Im(f)⊥.

Λύση. Θεωρούµε την κανονική ϐάση {~e1 = (1, 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0), ~e3 = (0, 0, 1)} του R3, και τότε
γνωρίζουµε ότι Im(f) = 〈f(~e1), f(~e2), f(~e3)〉. ΄Ετσι ϑα έχουµε :

Im(f) = 〈f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1)〉 = 〈(1, 0,−1), (−1, 1, 0), (0,−1, 1)〉 = 〈(1, 0,−1), (−1, 1, 0)〉

αφού (−1) · (1, 0,−1) + (−1) · (−1, 1, 0) = (0,−1, 1). Το σύνολο{
(1, 0,−1), (−1, 1, 0)

}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση της εικόνας Im(f) της f . Αφού 〈(1, 0,−1), (−1, 1, 0)〉 =
−1 6= 0 έπεται ότι τα διανύσµατα δεν είναι κάθετα µεταξύ τους και άρα για να ϐρούµε µια ορθοκανο-
νική ϐάση της εικόνας Im(f) εφαρµόζουµε τη διαδικασία Gram-Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:
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Θέτουµε ~x1 = (1, 0,−1) και ~x2 = (−1, 1, 0). Τότε ~y1 = ~x1 = (1, 0,−1) και

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

· ~y1 = (−1, 1, 0)− 〈(−1, 1, 0), (1, 0,−1)〉
〈(1, 0,−1), (1, 0,−1)〉

· (1, 0,−1)

= (−1, 1, 0) + 1

2
· (1, 0,−1)

= (−1

2
, 1,−1

2
)

Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων ~y1 και ~y2:

‖~y1‖ = ‖(1, 0,−1)‖ =
√
〈(1, 0,−1), (1, 0,−1)〉 =

√
2

‖~y2‖ = ‖(−
1

2
, 1,−1

2
)‖ =

√〈
(−1

2
, 1,−1

2
), (−1

2
, 1,−1

2
)
〉
=

√
6

2
Τότε η ορθοκανονική ϐάση της εικόνας Im(f) είναι

ΟΚΒ :
{
~z1, ~z2

}
=
{
~z1 =

~y1
‖~y1‖

, ~z2 =
~y2
‖~y2‖

}
=
{ 1√

2
(1, 0,−1), 1√

6
(−1, 2,−1)

}
Στη συνέχεια ϐρίσκουµε τον ορθοσυµπληρωµατικό υπόχωρο της εικόνας Im(f). ΄Εχουµε :

Im(f)⊥ =
{
(x, y, z) ∈ R3 | 〈(1, 0,−1), (x, y, z)〉 = 0 και 〈(−1, 1, 0), (x, y, z)〉 = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x− z = 0 και − x+ y = 0

}
=

{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y = z

}
=

{
(x, x, x) ∈ R3 | x ∈ R

}
=

〈
(1, 1, 1)

〉
΄Αρα το σύνολο {(1, 1, 1)} αποτελεί µια ϐάση του υπόχωρου Im(f)⊥ και άρα το σύνολο { 1√

3
(1, 1, 1)}

είναι µια ορθοκανονική ϐάση του ορθοσυµπληρωµατικού υποχώρου Im(f)⊥. 2

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τα ακόλουθα διανύσµατα του R4:

~ε1 = (2,−3, 1, 0), ~ε2 = (7, 3, 0, 1), ~ε3 = (−1, 0, 1, 0), ~ε4 = (0, 1, 1, 1)

Να ϐρεθεί ένα εσωτερικό γινόµενο 〈〈 , 〉〉 στον R4 έτσι ώστε το σύνολο B = {~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4} να αποτελεί
ορθοκανονική ϐάση του R4.

Λύση. Καταρχήν το σύνολο B = {~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4} είναι γραµµικά ανεξάρτητο διότι η ορίζουσα του
πίνακα : 

2 −3 1 0
7 3 0 1
−1 0 1 0
0 1 1 1


των συνιστωσών των διανυσµάτων του συνόλουB είναι ίση µε 24 6= 0. Εποµένως το σύνολοB αποτελεί
µια ϐάση του R4.

΄Εστω ~x, ~y ∈ R4. Αφού το σύνολο B είναι ϐάση έχουµε µοναδική γραφή αυτών των διανυσµάτων
ως γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων της ϐάσης B:

~x = x1~ε1 + x2~ε2 + x3~ε3 + x4~ε4 και ~y = y1~ε1 + y2~ε2 + y3~ε3 + y4~ε4

όπου : xi, yi ∈ R. Ορίζουµε την απεικόνιση

〈〈 , 〉〉 : R4 × R4 −→ R, 〈〈~x, ~y〉〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

Τότε όπως µπορούµε να δούµε εύκολα η απεικόνιση 〈〈 , 〉〉 : R4 × R4 −→ R είναι ένα εσωτερικό
γινόµενο στον R4.
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Ως προς το εσωτερικό γινόµενο 〈〈 , 〉〉 η ϐάση B είναι προφανώς ορθοκανονική.
Για παράδειγµα υπολογίζουµε ότι 〈〈~ε1, ~ε1〉〉 = 1 ·1 = 1, 〈〈~ε1, ~ε2〉〉 = 1 ·0+0 ·1+0 = 0 και γενικότερα

ισχύει : 〈〈~εi, ~εj〉〉 = δij για κάθε 1 ≤ i, j ≤ 4.

Για την εύρεση του εσωτερικού γινοµένου στην κανονική ϐάση του R4, δηλαδή για την εύρεση της
τιµής της απεικόνισης

〈〈(a1, a2, a3, a4), (b1, b2, b3, b4)〉〉

της απεικόνισης 〈〈, 〉〉, συναρτήσει των ai και bi, εκφράζουµε τα διανύσµατα ~x = (a1, a2, a3, a4) και
~y = (b1, b2, b3, b4) συναρτήσει των διανυσµάτων της ϐάσης {~ε1, ~ε2, ~ε3, ~ε4} και χρησιµοποιύµε τη
σχέση 〈〈~x, ~y〉〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4. 2

΄Ασκηση 7. ΄Εστω ~e ένα µοναδιαίο διάνυσµα σε έναν Ευκλείδειο χώρο (E, 〈, 〉). Να δείξετε ότι κάθε
διάνυσµα ~x ∈ E γράφεται µοναδικά ως εξής :

~x = α~e+ ~y, όπου : α ∈ R και 〈~y,~e〉 = 0

Ο µοναδικά προσδιορισµένος από το διάνυσµα ~x αριθµός α καλείται η αριθµητική προβολή του ~x στην

διεύθυνση του ~e και συµβολίζεται µε : α := π~e(~x)
2.

Να αποδείξετε τα ακόλουθα, ∀~x, ~y ∈ E και r ∈ R:

(1) π~e(~x+ ~y) = π~e(~x) + π~e(~y).
(2) π~e(r~x) = rπ~e(~x)
(3) π~e(~x) = 〈~x,~e〉.
(4) Αν B = {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn} είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E, να δείξετε ότι :

~x =

n∑
i=1

π~εi(~x)~εi =

n∑
i=1

〈~x, ~εi〉~εi = 〈~x, ~ε1〉~ε1 + 〈~x, ~ε2〉~ε2 + · · ·+ 〈~x, ~εn〉~εn

Λύση. Συµπληρώνουµε το διάνυσµα ~e σε µια ορθοκανονική ϐάση

C =
{
~e,~e2, · · · , ~en

}
του E. ΄Εστω V = {κ~e | κ ∈ R} ο υπόχωρος του E που παράγεται από το ~e, και W ο υπόχωρος του
που παράγεται από τα διανύσµατα {~e2, · · · , ~en}. Τότε ϑα έχουµε

E = V⊕W

και άρα κάθε διάνυσµα ~x ∈ E γράφεται µοναδικά ως εξής :

~x = α~e+ ~y, όπου : α ∈ R και 〈~y,~e〉 = 0

Προφανώς το διάνυσµα α~e είναι η ορθογώνια προβολή του ~x στον υπόχωρο V και εποµένως α = 〈~x,~e〉,
διότι το ~e είναι µοναδιαίο. ΄Αρα π~e(~x) = 〈~x,~e〉, και τότε χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του εσωτερικού
γινοµένου ϐλέπουµε άµεσα ότι ισχύουν τα (1) και (2).

Τέλος αν B = {~ε1, ~ε2, · · · , ~εn} είναι µια ορθοκανονική ϐάση του E, τότε κάθε διάνυσµα ~x έχει
µοναδική γραφή

~x = 〈~x, ~ε1〉~ε1 + 〈~x, ~ε2〉~ε2 + · · ·+ 〈~x, ~εn〉~εn
απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο. 2

2
΄Ετσι, επειδή το ~e είναι µοναδιαίο, η προβολή του ~x στο διάνυσµα ~e είναι το διάνυσµα Π~e(~x) = π~e(~x)~e


